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OBRAZOVNI ZADACI:
* Usvajanje znanja o diferencijalnontuau
e Ovladavanje vjeStinama primjene ganog znanja

FUNKCIONALNI ZADACI:
* Razvijanje logtkog misljenja i zakljgivanja
» Poticati primjenu i povezivanje ranije 8&mog znanja, razvijati sposobnost promatranja,
opisivanja, udavanja i biljezenja
* Razvijanje sposobnosti zapazanja

ODGOJNI ZADACI:
* Razvijati potrebu i volju za sticanje novih spoanaj
* Razvijanje zdravog takiarskog duha i solidarnosti ke ucenicima
* Formiranje pozitivnih osobinaciosti: t&nost, preciznost, istrajnost, urednost,...

Tip ¢asa: obrada novog sadrzaja
Nastavne metode: usmeno izlaganje i objaSnjaveaggovor, samostalni radovienika

Nastavna sredstva i

pomagala: tabla, kreda, udzbenik, laptop, progktastavni listii

Oblici rada: frontalni, individualni

Vrste nastave: predatko — receptivna

Nawna, stréna i metodtka literatura: Matematika za VI razred — NataZalhur

Zbirka zadataka za VI razred — Adem Huski

Klju¢ni pojmovi: Diferencijalni raun, deriviranje, tangenta, problem brzine, maksimum
minimum funkcije, izvod, ...



Struktura i tok ¢asa
UVODNI DIO SATA ( 10 minuta)

Razgovor sa ¢enicima o gradivu s prethodni#asova. Ponoviti sac¢anicima ranije stena
znanja o grarnim vrijednostima (limesima) funkcija.

Najava ciljacasa.

GLAVNI DIO SATA (30 minuta)

| zvod (derivacija funkcije)

S cillem navdenja definicije izvoda (derivacije) funkcije y= j(xu konkretnoj t&ki x,
trebamo sljedau sliku :
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Slika 1.

Ozn&imo saAx=h prirast (diferenciju) nezavisno promjenjive (argmta) X, a sa
Ay=f (X+AX) - f(X)= f(x+h) - f(X)prirast (diferenciju) zavisno promjenjive (funleijy= f(x).
Na slici jeAC= Ax= h, BC=Ay.

Definicija 1. (izvoda funkcije u tacki)

Neka je funkcijay= f(x) definisana u ki x, i nekoj okolini te téke. Pretpostavimo da postoji

+ -
grantna vrijednost lim &y _ lim Fx+ 8%) - 1) , konana ili beskonana.
-0 AX  Dx-0 AX

Tada broj y*' = limo% nazivamo prvi izvod (derivacija) funkcija y= f(x), u ta¢ki x.
x-0 AX

U slwtaju beskonénog izvoda y' zahtijevamo i dodatni uslov da jekitija y= f(X) u posmatranoj
tacki X neprekidna.



Prvi izvod funkcija y= f(x), u konkretnojdki x, osim oznake', moZzemo oznati jednom od

sliedetin oznaka : y'(x),y',, f'(X), f', S—y
X

U vezi sa Slikom 1., uzmimo daffeugao koji sjéica (sekanta) s, krozdiee A i B, obrazuje sa
pozitivnim dijelom x-ose, a neka je ugao koji tangenta t uda A krive obrazuje sa pozitivnim
dijelom x-ose. Sa slike vidimo da, kada—0, tada se tka B po krivoj y= f(x) priblizava tki A, a
sjecica s, kroz téke A i B, priblizava se tangenti t, krive y= f (x)tacki A(X,y)=A(X, (X))

Dakle, kadaAx—0, tada se ugap priblizava uglua, pa zato tg=%(suprotna kateta kroz nalegla
X

Ay _

kateta) tezi (priblizava se) kaotgkadaAx—0. S druge strane, kakoljmoA— =y', zakljkujemo da
x-0 AX

w

jey'=tga.

w4 =/ (x)
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Zato jegeometrijsko tumafenje prvog izvoda funkcije sljede:

Prvi izvod y'=f'(x), funkcije y=f(x), u t&i x, predstavljakoeficijent pravca tangente t na
krivu y= f(X) , u t&ki A(X,y)=A(X, f(X)), te krive. Koeficijent pravctangente je u stvari nagib krive u
posmatranoj ki krive, a fizikalno gledajéi, to je brzina promjene vrijednosti funkcije u
konkretnom trenutku vremenanutna brzinatijela).

EKSTREMNE VRIJEDNOSTI

Ako je f'(x,)=0 (tga=0), tada je tangenta paralelna sa x-osom, pa njenajed glasi
y=Y,. Ako je f'(x,)=oo, ili f'(Xx,) = -0, tada je tangenta okomita na x-osu, pa njena
jedn&ina glasix= x,.

* y=/x)

1. maksimum

2. minimum




Izratunavanje izvoda (derivacije) funkcije naziva sedihciranje (deriviranje), adan koji
nas @i kako to radimo, zove gsdiferencijalni ra éun.

Ako izvod y'= f'(x) postoji , i konzn je broj, tada kazemo da je funkcija y= f(x)
diferencijabilna u t&ki x.

U matematici derivacije funkcija imaju Siroku prienju u svim znanstvenim i mnogim drugim
podrwjima gdje je potreban praran razvoja funkcije u oddenom intervalu. Tako je npr. u
geometriji derivacija nagib tangente na funkcijodreienoj taki, u ekonomiji npr. rast inflacije u
vremenu, a u fizici deriviranjem puta po vremenu dobijeinoos brzine.
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Slika 2.
Pravac L tangira funkciju f u t&ki P cija derivacija odgovara nagibu pravca L udta P
Za ilustraciju, ovako se derivira funkcija f(x)%x

(2 4+ h)? — 2? ek + h*
Ay 1z 1z _— ‘.]].: _ —
{m ) J’lll—!-D h .}Ll—ﬁﬂ h 1’1:1—!-|:|{2m h} 2a

$to zni da je funkcija X diferencijabilna u cijeloj domeni (za sve vrijeditiosarijable x), a
njezina derivacija je funkcija 2x.

Derivacija u pojedinoj &ki dobije se uvrStavanjem vrijednosti za x, nptadki x=3 derivacija
funkcije > iznosi 2x=6.



Geometrijska interpretacija

11 Tangente ~ekante
Funktionsgraph
f{a+Ax)
I fdt gt i) - f{x)
fixg) A
/ — X
- X Xyt K

Aondn

U geometrijskom smislu derivacija funkcije f jegitatangente u odeienoj taki Xo.

KoriStenjem definicije izvoda, i pravila za limeswglte je dokazati sljeda pravila za izvode :

PRAVILA DERIVIRANJA

« DERIVACIJA KONSTANTE C =0
« DERIVACIJA PROIZVODA KONSTANTE | FUNKCIJE (C Df) =Cf’
« DERIVACIJA ZBIRA | RAZLIKE FUNKCIJA (f + g) = ] =0
« DERIVACIJA PROIZVODA FUNKCIJA (f [g) = | [a- 1D
« DERIVACIJA KOLICNIKA FUNKCIJA (éj = U Egg_zf g
TABLICA OSNOVNIH DERIVACIJA
f f' f f' f f'
1
X 1 a* a*lna ctgx -——
sin® x
1 1 1
— Ty e e tg)‘ 2
X X COS<” X
1 .
X" nx"? log, x COSX - sinx
xlna
1 1
— In x — sinx COSX
& 2\/; X




Primjer 1.  Deriviraj f(x) =3x* +4x+ 1

f'(x) = (3x2 +4x+1)' = (3x2)' +(4x)' +(1)' =3E(x2)' +4[ﬂx)' +0=32x+4[1+0=6x+4

premapravilima deriviranja premapravilima deriviranja prematablici derivacija
2
Primjer 2. Deriviraj f (X) = X *2
2x-1
F1(x) = x*+2) _ (X2 + 2) [ﬂZx—l)—(x2 + 2)[Q2x—1)' _ (2x + O)[ﬂZx—l)—(x2 + 2)[(2—0) _
2x-1 (2x-1) (2x-1)?
premapravilima deriviranja premapravilima derivirani tablici derivacija
_ AP -2x=2x" -4 _ 2x* - 2x-4 _ 2(x2 —x—2)
(2x-1)? (2x-1)? (2x-1)?

Primjer 3. Deriviraj f (x) = (sinx +1)(cosx - 2)
f'(x) = ((sinx +1)(cosx - 2)) = (sinx + 1)' [{cosx - 2) + (sinx +1) {cosx - 2)' =

premapravilima deriviranj
= (cosx + 0) f{cosx — 2) + (sinx +1) [{~ sinx — 0) = cos’ x — 2cosx —sin® x — sinx

premapravilima derivacijai tabliciderivacija

2 8
Primjer 4. y= x23/x? y=xx3=x3 y' =

Diferencijalni ra ¢un (istorijat )

Problemi tangente i brzine, kao i problemi ekstrégmaninimuma i maksimuma su postepeno
utjecali na nastajanje pojma izvoda. Mnogi matetaaiti joS od doba arntke Grke, uspjevali su da
rijeSe neke od ovih problema za pojedmaslajeve.

Tek kada je Dekart pronasao metodu koordinata odeyguje da se krive predstavljaju jedimama,
tako da je stvoren osnovni preduslov za pojavu eopsetode za analo rjeSavanje problema
tangente, odnosno za definisanje pojma izvoda.

Problem tangente prvi je rjeSio njetkamatemattar
i filozof Lajbnic, definiS&i novu oblast matematike
pod nazivom diferencijalni tan. U isto vrijeme
Njutn je definisao izvod kao posljedicu istrazivanja
fenomema kretanja.

To su bile dvije idejno i metodoloski raste
koncepcije koje su dovele adtog rezultata Danas
diferencijalni r&un predstavlja nezaobilazno sredstvo
u rjeSavanju mnogih problema savremene nauke i
tehnike. G. Leibniz (1646- I. Newton (1642-
1716) 1727)




Najpoznatiji spor u istoriji matematike &en je izméu Njutna i Lajbnica oko otkéa
diferencijalnog rduna.Njutn je imao samo oko 23 godine kada je 1666. godikecometod, koji je
nazvao metod flukcije. On je prvi shvatio da segnacije i diferenciranje dvije inverzne operacije.
Medutim oklijevao je sa objavljivanjem svojih rezuldat) meuvremenu 1675. godirieajbnic je
samostalno dosSao do istog metoda koji je nazh@oencijalni ra ¢un. On je svoje rezultate odmah
publikovao i dobio sva priznanja. Sukob ovih matedaaa se nastavljao tako da je londonsko
kraljevsko drustvo formiralo komitet koji je 171gbdine razmatrao ovaj problem i dali su prioritet
Njutnu. Meiutim matematika simbolika koju je uveo Lajbnic je bila mnogonedtavnija i opste je
prihvatena.

Gotfrid Vilhelm Frajher (baron)fon Lajbnic (njem. Gottfried Wilhelm Freiherr (baron) von
Leibniz) bio je njemeki filozof, matematiar, pronalaz& pravnik, istortar diplomata i politki
savjetnik.

Isak Njutn (engl. ser Isaac Newton) bio je engleskidai matematiar, astronom, alherar i filozof
prirode, koji je danas za &eu ljudi jedna od naju@h li¢nosti u istoriji nauke.

Diferencijalni r&un ispituje derivacije funkcija i njihovu primjenDo pojma derivacije
najjednostavnije se dolazi odreanjem smjera tangente u nekajkiekrive koja je u koordinatnom
sustavu xOy odidena funkcijom y = f (x). U &ki A te krive poviena je sekanta ABPfavac p sijée
kruznicu u dvije té&ke. Takav pravac naziva se sekanta kruznice

Zakree li se sekanta AB oko sjeciSta A dok sjeciSte Padne u t&ku A, prijeci ¢e sekanta u
tangentu s diraliStem uda A (Pravac dira kruznicu u jednoj &&i. Takav pravac zove se tangenta
kruZnice. Tangenta je okomita na polupimé& kruzZnice powien u diraliStu, a udaljenost tangente od
srediSta jednaka je radiuju 1 v

. y=/(x)

> y+Ay
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O > . A'r B 7 )E
x+Ax

Tacka A ima koordinate (X, y), adka B koordinate (x A X, y +Ay). Ti prirasti +A x i Ay bit
¢e to maniji Sto &ka B bude bliza t&ki A. Smjer sekante AB odden je uglom Sto ga ona zatvara s osi
X, dakle koeficijent smjera je tgh= Ay/A x. Kad se téka B kr&e po krivoj prema teki A, tada ugao
B tezi prema uglua, a prirastiA x i Ay prema nuli, tjp — a, AX— 0,Ay — 0.



Zato derivacija'f(x) funkcije f (x) odréuje koeficijent smjera tangente krive y = f (X)njenoj
tacki, apscise x. Ako funkcija f ima derivaciju wkax (odn. ako kriva y = f (x) ima u &&i apscise x
tangentu), kaze se da je f diferencijabilna ilid&ilna u toj t&ki.

Ekstremne vrijednosti

Ekstremne vrijednosti su najgee ili najmanja vrijednost u nekom skupu brojeva.jvdéa
vrijednost naziva se maksimum, a najmanja minimQ@Qudreiivanje ekstremnih vrijednosti funkcija
ubraja se mé&u vazne matematke probleme, od kojih su neke poznavali i rjeSavatli stari geki
matematiari. Najstariji od tih problema svodili su se & na odréivanje geometrijskih likova, koji
uz zadani obim imaju maksimalnu povrsinu, odnosnaadano oploSje maksimalni volumen. Tako od
svih ravnih likova uz jednak obim najuepovrSinu ima krug, a od svih tijela jednakog Gpmajvéi
volumen ima kugla.

O=2rr, P:rzﬁ ( formula za obim i povrs$ina kruga )
P=ab ( formula za povrSinu kvadrata )

0=18

P=5*4=20

P=6*3=18

9=rz , ~2,86, P kruga priblizno 25 i ( ako je obim 18 m)

* y=f)

0 / X
Opcenitiju metodu kojom se rjeSava problem dilvanja ekstremnih vrijednosti derivabilnih
funkcija dao je tek diferencijalni &an, u kojem je odrvanje ekstrema, npr. za funkciju y = f (x),

svedeno na traZzenje onih vrijednosti od x za kejEg [x) = 0, odnosno na trazenj&aka krive
y = f(x) , u kojima je tangenta paralelna s osi x.

ZAVRSNI DIO SATA (5 minuta)
Sta smo danas n&li? Ponoviti najbitnije sa nekoliko pitanja.
Kako smo se osfali na danasnjeriasu? Vrednovanje znanjéamika.

Dom&irad : Zbirka zadataka za VI razred — Adem Héiski



